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Аннотация. Постановка задачи. Процессы формального представления структуры металла, согласно известной 
гипотезе С. Уолфрема, описываются только численно неприводимыми алгоритмами, результаты которых невозможно 
предсказать, не выполнив их полностью. В материаловедении такая сингулярность проявляется при идентификации 
структуры металла и объясняется ее чувствительностью даже к относительно малым изменениям термодинамических 
характеристик. Поиск более точного прогноза показателей качества стали привел авторов к учету, кроме названных 
топологических характеристик структур, размерностных (фрактальных) характеристик. Результаты и их обсуждение. 
Предложен эффективный метод оценки механических свойств металла с применением композиции топологического и 
фрактального подходов для сотового, пластинчатого, зернистого и игольчатого классов структуры. В его основу положены 
четыре новых критерия для оценки структуры, полученных с использованием композиции данных подходов, что позволяет 
уменьшить погрешность при прогнозе характеристик прочности металла в 1,24...2,16 раза в зависимости от его класса. Эти 
подходы взаимно дополняют друг друга, поскольку представляют дополнительную информацию о влиянии режимов 
обработки металла на структуру, и, соответственно, на свойства. Выводы. Показано, что композиция топологического и 
фрактального методов дает более точный прогноз, чем каждый из названных подходов в отдельности. 
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Анотація. Постановка завдання. Процеси формального представлення структури металу, згідно з відомою гіпотезою 
С. Уолфрема, описуються тільки чисельно незвідними алгоритмами, результати яких неможливо передбачити, не виконавши їх 
повністю. У матеріалознавстві така сингулярність проявляється під час ідентифікації структури металу та пояснюється її 
чутливістю навіть до відносно малих змін термодинамічних характеристик. Пошук більш точного прогнозу показників якості 
сталі привів авторів до урахування, крім названих топологічних характеристик структур, розмірних (фрактальних) 
характеристик. Результати та їх обговорення. Запропоновано ефективний метод оцінювання механічних властивостей 
металу із застосуванням композиції топологічного та фрактального підходів для сотового, пластинчатого, зернистого та 
голчатого класів структури. В його основу покладено чотири нові критерії для оцінювання структури, отримані з 
використанням  композиції даних підходів, що дозволяє зменшити похибку у прогнозі характеристик міцності металу в 
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1,24…2,16 раза залежно від його класу. Ці підходи взаємно доповнюють один одного, оскільки становлять додаткову 
інформацію про вплив режимів обробки металу на структуру, і, відповідно, на властивості. Висновки. Показано, що 
композиція топологічного і фрактального методів дає більш точний прогноз, ніж кожен із названих підходів окремо. 

Ключові слова: топологія; теорія фракталів; метал; клас структури; прогноз властивостей 
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Abstract. Formulation of the problem. The processes of formal representation of the metal structure, according to the well-
known hypothesis of S. Wolffrem, are described only by numerically irreducible algorithms, the results of which can not be predicted 
without completely completing them. In material science, such a singularity manifests itself in the identification of the structure of a 
metal and is explained by its sensitivity to even relatively small changes in thermodynamic characteristics. The search for a more 
accurate forecast of steel quality indicators led the authors to take into account the above-mentioned topological characteristics of 
structures, dimensional (fractal) characteristics. Results and discussion. It is proposed an efficacious method of estimation of 
properties of a metal using a composition of the topological and fractal approaches for the honeycomb, lamellar, granular and 
acicular class structures. The method is based on four new criteria for the structure estimation that are obtained by combining the 
above-mentioned approaches. Using this method, the metal strength estimation error is reduced by a factor 1,24…2,16 depending on 
the metal class. These approaches mutually complement each other, as they provide additional information on the influence of metal 
processing regimes on the structure, and, accordingly, on the properties. Conclusions. It is shown that the composition of topological 
and fractal methods gives a more accurate prediction than each of these approaches separately from each other. 

Keywords: topology; fractal theory; the metal; structure of the class; the forecast properties 

Постановка задачи 

Ретроспективный анализ публикаций за 
последние 50 лет, начиная с фундаментальных работ 
таких ученых как R. T. DeHoff [1], E. E. Underwood 
[2] и многих других показал, что получение 
допустимо точных для практических целей моделей 
прогноза характеристик качества металлов, на 
основании анализа их структур, неосуществим, из-за 
невозможности получения допустимо точного 
изображения их реального вида. Последнее 
обусловлено тем, что процессы формального 
представления структуры металла, согласно 
известной гипотезе С. Уолфрема, описываются 
только численно неприводимыми алгоритмами, 
результаты которых невозможно предсказать, не 
выполнив их полностью. В материаловедении такая 
сингулярность проявляется при идентификации 
структуры металла и объясняется ее 
чувствительностью даже к относительно малым 
изменениям термодинамических характеристик. 

Поиск более точного прогноза показателей 
качества стали привел авторов к учету, кроме 
топологических характеристик структур [3], 
размерностных (фрактальных) характеристик [4−19]. 

Результаты и их обсуждение 

В предлагаемом методе за фрактальный 
эквивалент структуры сталей принимается 
фрактальная размерность  D ее элементов (зерен, 
пластин, игл) в зависимости от исследуемого класса 
металла. С этой целью введены инварианты для 
оценки элементов структуры с учетом композиции их 
топологических и фрактальных характеристик [9]. 

1. Для учета влияния формы зерна на 
характеристики стали вводилось отношение 
диаметра зерна к его фрактальной размерности – 
относительный диаметр зерна: 

D/dkD  , (1) 

где N/Ld   – средний диаметр зерна, определяемый 
как отношение суммарной длины отрезков L к 
общему числу зерен N, пересеченных этими 
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отрезками; D – средняя величина фрактальной 
размерности зерна за Хаусдорфом (4) [20]: 





 ln

)(Nln
limD

0
 , (2) 

где )(N    количество клеток размером , покрывших 

исследуемый объект. 
2. Поскольку длина межфазных и 

внутрифазных границ поликристаллов, включая и 
межзеренные границы, являющиеся двумерными 
дефектами, существенно влияет на ряд их 
механических свойств, вводился коэффициент, 
отображающий относительную длину межфазных и 
внутрифазных границ: 

(l/S)/DlD  , (3) 

где l  длина межфазных и внутрифазных границ, 
приходящаяся на единицу площади  S, 
рассчитываемая с помощью курвиметра; D – 
фрактальная размерность межфазных и 
внутрифазных границ. В формуле (3) оценивается 
“извилистость” границ, которая не учитывается 
традиционными методами, а оценивается по 
величине их фрактальной размерности.  

3. Разница между реальной структурой и ее 
топологическим эквивалентом определялась по 
величине дисперсии зерен. Форма зерен 

отображается в величине дисперсии D , 

вычисляемой как разница между относительным 

диаметром зерна Dk  (1) и относительным диаметром 

ячейки топологического эквивалента ek : 

DeD k/)kk(D
2 , (4) 

где X/dk ee  , ed   относительный диаметр ячейки 

эквивалента, который определяется как наибольшее 
расстояние между двумя точками на границе зерна;  
Х – размерность ячейки эквивалента на плоскости 
принимаем равной ее евклидовой размерности. Учет 
несоответствия реальной структуры стали по 
сравнению с эталоном производился по формуле (4). 

4. Так как внутренняя метрика шлифа является 
функцией его фрактальной размерности, в ней 
отображаются характеристики качества стали [5], что 
характеризуется метрическим расхождением 
структуры с ее топологическим эквивалентом: 

)D/S/()
X

S

D

S
(DE e 2 , (5) 

где S и D  площадь и фрактальная размерность 
зерна исследуемой структуры соответственно; eS   

площадь ячейки топологического эквивалента. 
В данной работе проведен сравнительный анализ 

методов прогноза характеристик качества стали с 
применением топологического, фрактального 
подходов и их композиции согласно принятым 
классам структуры (таблица).  

Таблица 

Характеристики структуры стали с применением топологического, фрактального подходов и их 
композиции / Steel structure characteristics using topological, fractal approaches and their composition 

Величина 36НХТЮ Сталь 80 У10 У6 

Класс структуры сотовая полосчатая зернистая игольчатая 

Составляющие структуры аустенит 
пластинчатый  

перлит 
зернистый 
цементит 

троостит закалки, 
мартенсит 

Термообработка нормализация 
горячая деформация 

(ковка и отжиг) 
отжиг 

закалка с 800 °С  
в воду 

Топологический подход 
Феррит Цементит 

Диаметр зерен, d (мкм) 10…16 
0,6…1,0 0,8…1,3  

2,4…3,1 1,1…1,5 

Дисперсия зерен,  0,29…0,35 0,10…0,16 0,10…0,15 0,21…0,27 0,34…0,42 

Метрическое расхождение, Е 0,21…0,27 0,08…0,13 0,09…0,12 0,26…0,34 0,17…0,24 

Длина межфазных и 
внутрифазных границ, l (мм/мм2) 

780…2410 
(310…365)103 (98…174)103 (92…150)103 

Объемная доля, f  − 0,32 0,68 0,41 − 

Фрактальный подход 
Фрактальная размерность, D 1,62…1,94 1,73…1,84 1,71…1,89 1,83…1,98 1,57…1,81 

Композиция топологического и фрактального подходов 
Относит. диаметр зерен, kD (мкм) 5,4…11 0,37…0,64 0,45…0,77 1,31…1,69 0,72…0,93 

Дисперсия зерен, D 0,23…0,30 0,12…0,17 0,07…1,1 0,23…0,29 0,20…0,25 
Метрическое расхождение, ЕD 0,16…0,23 0,07…0,10 0,09…0,14 0,14…0,35 0,06…0,11 
Относительная длина 

межфазных и внутрифазных 
границ, lD (мм/мм2) 

415…1440 (168…207)103 (51…94)103 (54…89)103 
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На графиках рисунка показана относительная 
погрешность прогноза прочностных характеристик  

сталей при заданных выше условиях. 

  

а б (b) 

Рис. Относительная погрешность прогноза  предела текучести для сталей 36НХТЮ, 80 и предела 
прочности для сталей У10, У6 с использованием топологического, фрактального подходов (а)  

и их композиции (б) / Fig. Relative error of the forecast  yield point for steels 36НХТЮ, 80 and strength limit for 
steels У10, У6 with use of topological, fractal approaches (а) and their compositions (b)

Из графиков следует, что наилучшая точность 
прогноза прочности по топологическим 
характеристикам наблюдается для зернистого класса 
стали, что можно объяснить тем, что фрактальная 
размерность элементов структуры этого класса 
незначительно отличается от евклидовой. Так, для 
стали У10 точность прогноза показателей прочности 
составляет 0,94 по сравнению с топологическим 
подходом, что обусловлено узким диапазоном 
изменения размерности зернистого перлита  1,98...2, 
благодаря округлой форме зерен и, соответственно, 
низкой чувствительностью фрактального подхода 
при оценке свойств. Из представленных на рисунке 
графиков следует, что погрешность при прогнозе 
прочностных характеристик для сотового, 
полосчатого и игольчатого классов металла с 
применением композиции топологического и 
фрактального подходов ниже в 1,24…2,16 раза. 

Последнее можно объяснить тем, что при 
топологическом подходе учитываются такие 
геометрические характеристики элементов 
структуры как их длина, площадь, объем, однако при 
этом не учитываются другие характеристики 
структуры, определяемые с применением 
фрактального подхода. При фрактальном подходе 
учитываются: разница между формой зерна и его 
топологическим эквивалентом; “извилистость” 
границ зерен, которая не фиксируется 
традиционными методами при оценке показателей 
качества; дисперсия формы зерен между 
относительным диаметром зерна и относительным 
диаметром его топологического эквивалента, а также 
метрическое расхождение структуры с ее 
топологическим эквивалентом.  

Эти подходы взаимно дополняют друг друга, 
поскольку представляют дополнительную 
информацию о влиянии режимов обработки металла 
на структуру, и, соответственно, на свойства. 

Ниже приведены уравнения регрессии для 
функции определяющего параметра названных выше 
классов структур с учетом композиции 
топологического и фрактального подходов (6)−(9), 
при которых наблюдается наименьшая погрешность. 

Для сотовой структуры (r = 94): 

DDDD

DDDD

E,,l,k,   

ExxlxkxP





37273815532708740

4321




, (6) 

где P – параметр (выбранное к рассмотрению 

механическое свойство), 4321 x,x ,x ,x   вклад 

диаметра, длины зерен, дисперсии и метрического 
расхождения в значение параметра соответственно. 

Для полосчатой структуры (r = 87): 

).E,,

l,k,()()E,

,l,k,(

)Exxlxkx()(

)Exxlxkx(P

DD

DDfD

DDDf

DDDDf

DDDDf











2496936104

00507146146964

411012005034151

1 4321

4321











 (7) 

Данная формула состоит из двух частей, каждая 
из которых построена так, как и в предыдущем 

примере. Величина f  указывает процентное 

содержание феррита в структуре, поэтому является 
уравнивающим коэффициентом для обеих частей 
уравнения, показывающих влияние феррита и 
цементита соответственно. 
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Для зернистой структуры (r = 85): 

).E,

,l,k,(   

)Exxlxkx(P

D

DDDf

DDDDf







824612

48100502033706

4321





 (8) 

В данном уравнении использовался тот же 
принцип, что и в (9), для определения влияния 
свойств зерен на определяющий параметр, величина 

f  указывает на количество зерен. 

Для игольчатой структуры (r = 89) уравнение 
имеет следующий вид: 

DDDD

DDDD

E,,l,k,  

ExxlxkxP





0911364240005072369

4321




 (9) 

Выводы 

Таким образом показано, что композиция 
топологического и фрактального методов дает более 
точный прогноз, чем каждый из названных подходов 
в отдельности друг от друга. 
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