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Abstract. Introduction. The discrepancies between the results of modeling and the data obtained after direct experiments on 
a real object indicate incompleteness of the formal axiomatics of the existing methods of research in various fields of science and 
technology. To assess the incompleteness of the formal axiomatics of the object, the theorem of K. Godel and the principle of 
“external complementing of S. Bir” are used. In purpose to compensate for the incompleteness of formal axiomatics, it is 
proposed to perform modeling of the microstructure of an object with the use of a language of a higher level. Theoretical basis 
and results. As an example, the cast iron structure represented by the fractal model is considered. Comparison of the analysis 
results of the structure and mechanical properties of cast iron with the use of fractal and traditional methods with field testing data 
is carried out. The correlation coefficients between the topological characteristics of the structure of cast-iron rolls of the brand 
SPHN (percentage content of perlite and carbides) and mechanical properties are 0,53 and 0,52, respectively. Between the fractal 
dimensions of perlite and carbides and the mechanical properties of these rolls, the coefficients of correlation make up 0,94 and 
0,93, respectively. The obtained results indicate the prospects of using fractal geometry for the identification of complex objects 
in comparison with the Euclidean geometry. Originality. In order to partially eliminate the incompleteness of the formal 
axiomatics that arises when identifying the structure and properties of complex objects, according to the principle of “external 
addition” S. Bier, it is shown that it is possible to apply a higher level language fractal geometry. Conclusion. An algorithm is 
proposed for partial compensation of the incompleteness of the formal axiomatics of the structure of complex objects using fractal 
modeling. The results obtained highlight the prospects of using the fractal geometry to partially compensate for the 
incompleteness of the formal axiomatics in the model under consideration. 
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Анотація. Вступ. Невідповідності між результатами моделювання і даними, отриманими після проведення прямих 
експериментів на реальному об'єкті, свідчать про неповноту формальної аксіоматики існуючих на сьогоднішній день 
методів дослідження в різних галузях науки та техніки. Для оцінювання неповноти формальної аксіоматики об'єкта 
використовується теорема К. Геделя і принцип «зовнішнього доповнення» С. Біра. З метою компенсації неповноти 
формальної аксіоматики у статті пропонується здійснювати моделювання мікроструктури об'єкта з використанням мови 
більш високого рівня. Основна частина. Як приклад розглядається структура чавуну, яка надається фрактальною моделлю. 
Проведено зіставлення результатів аналізу структури і механічних властивостей чавуну із застосуванням фрактальних та 
традиційних методик із даними натурних випробувань. Коефіцієнти кореляції між топологічними характеристиками 
структури чавунних валків марки СПХН (відсотковий вміст перліту та карбідів) і механічними властивостями складають 
0,53 та 0,52 відповідно. Між фрактальної розмірністю перліту і карбідів і механічними властивостями цих валків 
коефіцієнти кореляції становлять 0,94 і 0,93 відповідно. Отримані результати свідчать про перспективи використання 
фрактальної геометрії для ідентифікації складних об'єктів порівняно з геометрією Євкліда. Новизна. Для часткового 
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усунення неповноти формальної аксіоматики, що виникає під час ідентифікації структури та властивостей складних 
об'єктів, відповідно до принципу «зовнішнього доповнення» С. Біра, показано, що можна застосовувати мову більш 
високого рівня  фрактальну геометрю. Висновки. Запропоновано алгоритм часткової компенсації неповноти формальної 
аксіоматики структури складних об'єктів із застосуванням фрактального моделювання. Отримані результати висвітлюють 
перспективи використання фрактальної геометрії для часткової компенсації неповноти формальної аксіоматики в розглянутій 
моделі. 

Ключові слова: неповнота формальної аксіоматики; складний об'єкт; фрактальна геометрія; принцип «зовнішнього 
доповнення»; чавун 
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Аннотация. Введение. Несоответствия между результатами моделирования и данными, полученными после 
проведения прямых экспериментов на реальном объекте, свидетельствуют о неполноте формальной аксиоматики 
существующих на сегодняшний день методов исследования в различных областях науки и техники. Для оценки неполноты 
формальной аксиоматики объекта используется теорема К. Геделя и принцип «внешнего дополнения» С. Бира. С целью 
компенсации неполноты формальной аксиоматики в работе предлагается осуществлять моделирование микроструктуры 
объекта с использованием языка более высокого уровня. Основная часть. В качестве примера рассматривается структура 
чугуна, представляемая фрактальной моделью. Проведено сопоставление результатов анализа структуры и механических 
свойств чугуна с применением фрактальных и традиционных методик с данными натурных испытаний. Коэффициенты 
корреляции между топологическими характеристиками структуры чугунных валков марки СПХН (процентное содержание 
перлита и карбидов) и механическими свойствами составляют 0,53 и 0,52 соответственно. Между фрактальной 
размерностью перлита и карбидов и механическими свойствами этих валков коэффициенты корреляции составляют 0,94 и 
0,93 соответственно. Полученные результаты свидетельствуют о перспективах использования фрактальной геометрии для 
идентификации сложных объектов по сравнению с геометрией Евклида. Новизна. Для частичного устранения неполноты 
формальной аксиоматики, возникающей при идентификации структуры и свойств сложных объектов, в соответствии с 
принципом «внешнего дополнения» С. Бира, показано, что можно применять язык более высокого уровня  фрактальную 
геометрию. Выводы. Предложен алгоритм частичной компенсации неполноты формальной аксиоматики структуры 
сложных объектов с применением фрактального моделирования. Полученные результаты подчеркивают перспективы 
использования фрактальной геометрии для частичной компенсации неполноты формальной аксиоматики в рассматриваемой 
модели. 

Ключевые слова: неполнота формальной аксиоматики; сложный объект; фрактальная геометрия; принцип 
«внешнего дополнения»; чугун 

Introduction 

The Gödel’s incompleteness theorem proved that in 
theories being constructed on the basis of the formal 
axiomatic, the values of the source terms and their 
interpretations are incomplete, which is conditioned by 
the language incompleteness of statements [1]. 

In this connection, extending conclusions of this 
theorem for assertion, which defines, for example, the 
complex system quality, one knows that it is 
incomplete. This incompleteness is due to some 
uncertainty, primarily caused by relativeness of 
measurements, without which it is impossible to do 
anything in defining one or another pattern, as well as 
by inevitable incompleteness of statements wording. 
In order to partially eliminate the incompleteness of 
the formal axiomatic of the statements, S. Beer 

recommended to use the principle of “external 
additions”, based on application of the higher-level 
language, used for wording the statements [2]. The 
newly selected solutions, expressed by the higher-
level language, are intended to eliminate 
disadvantages of the language being initially used [3; 
4]. Application of the newly selected language serves 
as a practical method aimed at partial overcoming the 
difficulty, which is a consequence of the Gödel’s 
theorem. 

The aim of the paper was to show the ways to 
compensate for the incompleteness of the formal 
axiomatics arising in the identification of complex 
systems, illustrated in terms of the example by applying a 
language of a higher level. 
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Theoretical basis and results 

S. Beer recommended that in order to go beyond 
the initially selected language, but, at the same time, 
not to be out of touch with the real situation, it should 
be attached to such a property of the system that is 
indissolubly related to its real existence. 

For example, it is obviously that for most of 
materials such property is one or another characteristics 
of their quality. To show this, let us opt for currently 
existing processes targeted at identifying the structure of 
a material, which, as it is shown by experience and 
numerous theoretical studies, is a reflection of its quality 
characteristics [5–7]. In this case, the approximation of 
elements of the structure with complex geometrical form 
configuration is made, as a rule, by integral Euclid 
figures, which introduces the certain error in findings of 
the quality material characteristics. This fact initiates the 
possibility to replace geometric characteristics of the 
structure elements (length, area, volume) with more 
differentiated assessment. 

With the view to partial elimination of the 
incompleteness of the statement formal axiomatic, 
according to S. Beer principle of the “external 
additions”, we use the higher-level language. In our 
opinion, this language is the language of fractal 
approximation of the metal structure. This choice is 
based on the fact that a huge number of real physical 
systems possess (in respective scale ranges) the fractal 
nature being characterized by the fractional dimension 
[8–11]. Considering the lack of satisfactory 
mathematical descriptions of processes taking place, for 
example, when alloying metals (i.e. those, which would 

be applied in practical calculations and would be 
reliable enough) it is fair to assume that such complex 
system, as the metal, and more precisely, its 
components, has not integral, but fractional dimension, 
i.e. this system relates to fractals [12–17]. The concept 
of a fractal is virtually connected just as with the metal 
structure characteristic, so with physical, m 
characteristics of products being manufactured 
therefrom: with rough surface, volume, density and 
other [18–20]. 

We will show how different are the quality 
characteristics of the metal (for example, iron) using for 
approximation of its structure just as the method of the 
metallographic analysis, so the method based on 
application of the fractal theory. 

At bottom of the method for calculating the fractal 
dimension D according to Hausdorff [21] there is the 
idea that the set under study  a line, plane or volume – is 
covered respectively by straight-line segments, squares, 
and cubes with the given size . By means of the 
crossplot it counts the number of cells N(), which 

covered the object under study: 




 ln

)(ln
lim

0

N
D


 . 

For example, the divergences between results of 
prediction of the impact strength KC and hardness HSD 
(Fig. 1) for cast iron rolls with the structure of the flake 
graphite, alloyed by chrome and nickel (CNSF), and 
based on determination of the structure elements area 
(pearlite, carbides, flake graphite) as well as on appraisal 
of graphite by points (semi-quantitative), illustrate the 
difficulties that arise in forecast using the previously 
known methods. 

 

  

                                        а                                                                                                    b 

Fig. 1. Dependence of impact strength (а) and hardness (b) on parameters of the structure  
of roll-foundry iron with the graphite flake form 

This fact demonstrates the formal axiomatic 
incompleteness [3], arising in description of the metal 
structure elements by means of traditional configurations 

of Euclidean geometry, which triggers the need to use 
other promising approaches to the structure assessment.  

The structure of cast iron consisted of perlite, 
graphite and carbides (Fig. 2 a, b). 
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b 

Fig. 2. Structure of the working layer of cast iron roll barrels СПХН-45 (a) and СПХН-49 (b) at the distance  
of 10 mm from the surface: colonies of ledeburite, graphite eutectic, pearlite matrix, HNO3 etching, 200 

 

  
                                             а                                                                                            b 

Fig. 3. Dependence of impact strength (а) and hardness (b) on fractal dimension of the structure of roll-foundry 
iron with the graphite flake form 

The assessment of the structure of the cast iron roll, 
defined on the basis of the analysis of its elements fractal 
dimension, is shown in the Figure 3 (a, b). 

The hardness of the iron, calculated according to 
these equations, is slightly different from that obtained 
by means of full-scale tests (divergence is up to 4 %), 
which is evidence of feasibility to use the fractal 
geometry language for assessment of the metal quality. 

The obtained results show that the metal quality 
characteristics, calculated with consideration of fractal 
dimensions of the metal structure, are economically 
feasible to be produced by minimizing the number of 
full-scale tests. 
 
 

Originality 

The incompleteness of formal axiomatics, which 
arises in the identification of complex objects, is partly 
compensated from the scientific point of view according 
to the principle of “external complementation” of S. Bir 
with the use of a language of a higher level  fractal 
geometry. 

Conclusions 

The ways to partially compensate for the 
incompleteness of the formal axiomatics in the 
identification of complex systems were considered using 
materials from metal as the example. 
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